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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü.Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà æèäêîñòåé ñ ïóçûðüêàìè, ïðîèñ-
õîäßùèå â íèõ õèìè÷åñêèå ïðåâðàùåíèß, áèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû è ò.ä. â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñßò îò îñîáåííîñòåé âçàèìîäåéñòâèß ìåæäó ïó-
çûðüêàìè. Èíòåíñèâíîñòü òàêîãî âçàèìîäåéñòâèß óâåëè÷èâàåòñß â àêóñòè-
÷åñêèõ ïîëßõ, ãäå äàâëåíèå æèäêîñòè ßâëßåòñß ïåðåìåííûì, âñëåäñòâèå
÷åãî ïóçûðüêè ñîâåðøàþò íåëèíåéíûå ðàäèàëüíûå êîëåáàíèß. Â ðåçóëü-
òàòå âçàèìîäåéñòâèß ðàäèàëüíûå êîëåáàíèß îòäåëüíûõ ïóçûðüêîâ ìîãóò
óñèëèâàòüñß èëè îñëàáëßòüñß, ïóçûðüêè ìîãóò óäàëßòüñß äðóã îò äðóãà
èëè ñáëèæàòüñß, ôîðìèðîâàòü óñòîé÷èâûå ñòðóêòóðû (ñâßçàííûå ïàðû,
êëàñòåðû, ñòðèìåðû) è ò.ä.
Ñóùåñòâóþùèå â íàñòîßùåå âðåìß ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû
ðàñ÷åòà çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà òðè
ãðóïïû. Â ïåðâîé èç íèõ óðàâíåíèß âçàèìîäåéñòâèß ïðåäñòàâëßþò ñîáîé
ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) âòîðîãî ïî-
ðßäêà îòíîñèòåëüíî ðàäèóñîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ, ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êîîðäèíàò èõ öåíòðîâ è, â ñëó÷àå íåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ, àì-
ïëèòóä îòêëîíåíèß ôîðìû ïóçûðüêîâ îò ñôåðè÷åñêîé â âèäå îòäåëüíûõ
ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Ðåøåíèå çäåñü, êàê ïðàâèëî, íàõîäèòñß ÷èñëåííî
ñ ïðèìåíåíèåì êàêîãî-ëèáî âàðèàíòà ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ñ ïåðåìåííûì
øàãîì èíòåãðèðîâàíèß ïî âðåìåíè. Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâëßþò ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, à òðåòüþ îáðàçóþò ìåòîäû ïðß-
ìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß: êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ.Êàæäàß ãðóïïà èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè. Â ÷àñòíîñòè,
ïîäõîäû ïåðâîé ãðóïïû, ê êîòîðîé îòíîñßòñß ïðåäëàãàåìûå â íàñòîßùåé
ðàáîòå ìîäåëè, áîëåå ïðîñòû è ýêîíîìè÷íû, íî, âìåñòå ñ òåì, è áîëåå îãðà-
íè÷åíû, íàïðèìåð, èç-çà áîëåå æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó îòêëî-
íåíèé ôîðìû ïóçûðüêîâ îò ñôåðè÷åñêîé.
Ê íàñòîßùåìó âðåìåíè â ðàìêàõ ïåðâîé ãðóïïû íàèáîëåå ðàçâèòûìè
ßâëßþòñß ìîäåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèß äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèß, êîãäà
ðàññòîßíèå ìåæäó ïóçûðüêàìè îòíîñèòåëüíî âåëèêî. Â êà÷åñòâå ìåðû áëè-
çîñòè âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ ïðèíßòî ñ÷èòàòü áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð
δ = max
i, j
[(Ri +Rj)/dij] < 1, ãäå Ri, Rj  ðàäèóñû ïóçûðüêîâ, dij  ðàññòî-
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ßíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè (i 6= j), i, j = 1, 2, . . . K, K  îáùåå êîëè÷åñòâî
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ. Èçó÷åíèå äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèß áûëî
íà÷àòî åùå â êîíöå 19 âåêà. Ñ òåõ ïîð ïîëó÷åíî ìíîãî òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèß ïðîâîäèëèñü, â
îñíîâíîì, ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âòîðîãî ïîðßäêà òî÷-
íîñòè ïî δ. Äëß àäåêâàòíîãî îïèñàíèß íàáëþäàåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî
êëàñòåðîâ è ñòðèìåðîâ òàêîé òî÷íîñòè íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó ðàññòîß-
íèå ìåæäó ïóçûðüêàìè â ýòèõ ñòðóêòóðàõ ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ïðè
äàëüíåì âçàèìîäåéñòâèè. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî áûëè ðàçðàáîòàíû ìîäå-
ëè, èìåþùèå îòíîñèòåëüíî δ òðåòèé è ÷åòâåðòûé ïîðßäêè òî÷íîñòè. Íî è
èõ òî÷íîñòè ìîæåò îêàçàòüñß íåäîñòàòî÷íî èç-çà òîãî, ÷òî äëß êîíòðîëß
äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèå n-ãî ïîðßäêà òî÷íîñòè íóæíî ñðàâíè-
âàòü ñ ðåøåíèåì (n + 1)-ãî ïîðßäêà, òàê êàê ëèøü èõ áëèçîñòü ïîçâîëß-
åò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î äîñòîâåðíîñòè ðåøåíèß n-ãî ïîðßäêà. Ïîýòîìó,
ñòðîãî ãîâîðß, ìîäåëè ÷åòâåðòîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè ïîçâîëßþò ïîëó÷èòü
ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ëèøü ñ òðåòüèì ïîðßäêîì, òðåòüåãî  ñî âòîðûì è ò.ä.
Â áîëüøèíñòâå ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ïåðâîé ãðóïïû ïóçûðüêè, êàê
ïðàâèëî, ñ÷èòàþòñß ÷èñòî ñôåðè÷åñêèìè. Âìåñòå ñ òåì, ðåçóëüòàòîì âçàè-
ìîäåéñòâèß ìîæåò áûòü íå òîëüêî óêàçàííîå âûøå ñáëèæåíèå è óäàëåíèå
ïóçûðüêîâ èëè ôîðìèðîâàíèå èç íèõ ñâßçàííîãî êëàñòåðà, íî è äåôîðìà-
öèß ïóçûðüêîâ. Áîëüøèå äåôîðìàöèè ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ ïó-
çûðüêîâ. Ïðè ðàçðóøåíèè êàêèõ-ëèáî ïóçûðüêîâ â ãðóïïå ñâîéñòâà âñåé
ãðóïïû ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíèòüñß. Ïîýòîìó äåôîðìàöèþ ïóçûðüêîâ
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, èíà÷å ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèß èõ ïî-
âåäåíèß ìîãóò îêàçàòüñß íåâåðíûìè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå îòíîñßùèõñß ê ïåðâîé ãðóïïå ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèß áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ äðóã ê äðóãó ïó-
çûðüêîâ (¾áëèçêîãî¿ âçàèìîäåéñòâèß) â àêóñòè÷åñêîì ïîëå ñ ó÷åòîì äå-
ôîðìàöèé èõ ïîâåðõíîñòåé ßâëßåòñß âåñüìà àêòóàëüíûì.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß ïîñòðîåíèå, âåðèôèêàöèß è
àïðîáàöèß ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèß áëèçêî ðàñïîëîæåí-
íûõ äðóã ê äðóãó ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè â àêóñòè÷åñêîì ïîëå ñ
ó÷åòîì ìàëûõ äåôîðìàöèé èõ ïîâåðõíîñòåé.
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Íàó÷íàß íîâèçíà ðàáîòû. Íàó÷íàß íîâèçíà äèññåðòàöèè ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì.
1. Ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè áëèçêîãî âçàèìîäåéñòâèß ñëà-
áîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ â âèäå ñèñòåì ÎÄÓ âòîðîãî ïîðßäêà îòíîñè-
òåëüíî ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ, êîîðäèíàò èõ öåíòðîâ è àìïëèòóä îòêëîíå-
íèé èõ ôîðìû îò ñôåðè÷åñêîé è ïåðâîãî ïîðßäêà äëß òåìïåðàòóð ãàçà â
ïóçûðüêàõ ñ ó÷åòîì âëèßíèß âßçêîñòè è ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè, òåïëî-
îáìåíà ìåæäó æèäêîñòüþ è ïóçûðüêàìè.
2. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷,
âêëþ÷àþùàß ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëß ðåøåíèß ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèß ïîòåí-
öèàëà ñêîðîñòè â âèäå ðßäà ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà è ìåòîä Äîðìàíà-
Ïðèíñà äëß ðåøåíèß ñèñòåì ÎÄÓ.
3. Îáíàðóæåíû ðåæèìû âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ, ïðè êîòîðûõ èõ
ðàäèàëüíûå êîëåáàíèß, ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåùåíèß è äåôîðìàöèè íå
çàâèñßò îò ïðåäûñòîðèè âçàèìîäåéñòâèß. Âûßâëåíî, ÷òî ïðè äîðåçîíàíñ-
íîì âîçáóæäåíèè ðàäèàëüíûå êîëåáàíèß âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ
è èõ ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåùåíèß ìîãóò áûòü ñëàáî çàâèñßùèìè îò
äåôîðìàöèé ïóçûðüêîâ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü âçàèìîäåéñòâèß íåñôåðè-
÷åñêèõ ïóçûðüêîâ ñ îáðàçîâàíèåì ñâßçàííûõ ïàð è òðîåê.
Íàó÷íàß è ïðàêòè÷åñêàß öåííîñòü ðàáîòû. Ïðåäëîæåííûå â ðà-
áîòå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîä ðàñ÷åòà äèíàìèêè ïóçûðüêîâ ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëß ïðîâåäåíèß äåòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ðàäèàëüíûõ
êîëåáàíèé, ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåùåíèé è ìàëûõ äåôîðìàöèé áëèçêî
ðàñïîëîæåííûõ äðóã ê äðóãó ïóçûðüêîâ. Îíè ìîãóò ïðèìåíßòüñß òàêæå
äëß îöåíêè âçàèìîâëèßíèß ïóçûðüêîâ â êëàñòåðå. Èõ ìîæíî ïðèìåíßòü
ïðè ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé âçàèìîäåéñòâèß ïó-
çûðüêîâ, äëß èçó÷åíèß öèêëè÷åñêèõ íàãðóçîê ïðè êàâèòàöèîííîì âîçäåé-
ñòâèè íà æåñòêèå ñòåíêè. Ïðåäëîæåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîä
ðàñ÷åòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëß ïîëó÷åíèß ýòàëîííûõ ðåøåíèé ïðè òå-
ñòèðîâàíèè áîëåå ñëîæíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ.
Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ
äèññåðòàöèè îáåñïå÷èâàåòñß êîððåêòíîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ñîãëàñîâà-
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íèåì ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ÷èñëåííûìè
ðåøåíèßìè äðóãèõ àâòîðîâ, ÷èñëåííûìè ðåøåíèßìè, ïîëó÷åííûìè àâòî-
ðîì ñ ïðèìåíåíèåì äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà: Íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû åñòåñòâåííûõ è ãóìàíèòàðíûõ íà-
óê¿ (Çåëåíîäîëüñê, 2006); Ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìåõàíèêà è õèìè÷å-
ñêàß ôèçèêà ñïëîøíûõ ñðåä¿ (Áèðñê, 2007); VI è VII Ìîëîäåæíûõ íàó÷-
íûõ øêîëàõ-êîíôåðåíöèßõ ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèß¿ (Êàçàíü, 2007, 2008);
VII è VIII Âñåðîññèéñêèõ ñåìèíàðàõ ¾Àíàëèòè÷åñêàß ìåõàíèêà, óñòîé-
÷èâîñòü è óïðàâëåíèå äâèæåíèåì¿ (Êàçàíü, 2008); XXVIII è XXIX Íà-
ó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ ÒÃÃÏÓ (Êàçàíü,
2008, 2009); Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèß è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Ñòåðëèòàìàê, 2008); VI Âñåðîññèéñêîé
øêîëå-ñåìèíàðå ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ àêàä. ÐÀÍ Â.Å. Àëåìàñî-
âà ¾Ïðîáëåìû òåïëîìàññîîáìåíà è ãèäðîäèíàìèêè â ýíåðãîìàøèíîñòðî-
åíèè¿ (Êàçàíü, 2008); Ðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå "Äèíàìèêà ìíîãîôàçíûõ
ñðåä", ïîñâßùåííîì 50-ëåòèþ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ä.À. Ãóáàéäóëëèíà (Êàçàíü,
2008); Èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ ÈÌÌ ÊàçÍÖ ÐÀÍ çà 2007, 2008
ã. Ðàáîòà â öåëîì áûëà çàñëóøàíà íà ñåìèíàðå ÈÌÌ ÊàçÍÖ ÐÀÍ ïîä
ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ä.À. Ãóáàéäóëëèíà.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ñòàòåé è 2 òåçèñîâ.
Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâîäèòñß â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, 4
ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 26 ïàðàãðàôîâ, è çàêëþ÷åíèß. Èçëîæåíà íà 160 ñòðàíè-
öàõ, âêëþ÷àþùèõ 31 ðèñóíîê è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 167 íàèìåíîâàíèé.
ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, óêàçàíû öåëü
ðàáîòû, íîâèçíà, ïðåäñòàâëåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå åå ðàçäåëîâ.
Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñß êðàòêèé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé è ìå-
òîäîâ ðàñ÷åòà çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè. Äå-
ëàåòñß âûâîä, ÷òî ýêîíîìè÷íûå ìîäåëè è ìåòîäû ðàñ÷åòà âçàèìîäåéñòâèß
ñëàáîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ ðàçâèòû íåäîñòàòî÷íî.
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Âî âòîðîé ãëàâå äàþòñß ôèçè÷åñêàß è ìàòåìàòè÷åñêàß ïîñòàíîâêè
çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ. Ïðèâîäèòñß âûâîä óðàâíåíèé îñíîâíîé
èç ïðåäëàãàåìûõ â ðàáîòå ìîäåëåé. Èçëàãàåòñß ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèß.
Ïîëàãàåòñß, ÷òî â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèß öåíòðû ïóçûðüêîâ âñåãäà
íàõîäßòñß íà îñè z. Ïðè ýòîì â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè æèäêîñòè
Φ = Φ(ri, θi, ϕi, t), ãäå t  âðåìß, ri, θi, ϕi  ñôåðè÷åñêàß ñèñòåìà êîîðäèíàò
ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà â öåíòðå i-ãî ïóçûðüêà, i = 1, 2, . . . , K (K  ÷èñëî
ïóçûðüêîâ), óðàâíåíèß äèíàìèêè æèäêîñòè èìåþò âèä
∇2Φ = 0, ∂Φ
∂t
−wi · ∇Φ + 1
2
∇Φ · ∇Φ + p
ρ0
=
p∞
ρ0
. (1)
Çäåñü p è p∞  äàâëåíèå æèäêîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå è íà áåñêîíå÷-
íîñòè ñîîòâåòñòâåííî, ρ0  ïëîòíîñòü æèäêîñòè, wi  ñêîðîñòü ñìåùåíèß
öåíòðà i-ãî ïóçûðüêà, wi = z˙ik, zi  êîîðäèíàòà öåíòðà i-ãî ïóçûðüêà, k 
åäèíè÷íûé âåêòîð îñè z, òî÷êà ñâåðõó îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t.
Äàâëåíèå ãàçà â i-ì ïóçûðüêå èçìåíßåòñß ïî çàêîíó
pi = pi 0
(
V0 i
Vi
)Γi
, (2)
ãäå pi è pi 0  òåêóùåå è íà÷àëüíîå äàâëåíèå ãàçà â ïóçûðüêå, à Vi è V0 i 
òåêóùèé è íà÷àëüíûé îáúåìû ïóçûðüêà ñîîòâåòñòâåííî. Äëß èçîòåðìè÷å-
ñêîãî ïóçûðüêà Γi = 1, à äëß àäèàáàòè÷åñêîãî Γi = κ, ãäå κ  ïîêàçàòåëü
àäèàáàòû ãàçà.
Êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèß íà ïîâåðõíîñòßõ ïóçûðüêîâ çàïèñûâàþòñß â
âèäå
∂Fi
∂t
−wi · ∇Fi +∇Φ · ∇Fi = 0, (3)
à äèíàìè÷åñêèå  â âèäå
p = pi − 2Hiσ, (4)
ãäå Fi(ri, θi, ϕi, t) = 0  óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè i-ãî ïóçûðüêà, 2Hi  åå
ñðåäíßß êðèâèçíà, σ  êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòßæåíèß.
Äàâëåíèå æèäêîñòè íà óäàëåíèè îò ïóçûðüêîâ p∞ èçìåíßåòñß ïî çàêîíó
p∞ = p0 −∆p sinωt, (5)
ãäå p0  ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, ∆p, ω  àìïëèòóäà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé.
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Óðàâíåíèß (1)-(5) ïðèìåíßþòñß è äëß îïèñàíèß âçàèìîäåéñòâèß ïó-
çûðüêîâ îêîëî æåñòêîé ïëîñêîé ñòåíêè â ñëó÷àå, êîãäà îñü z îðòîãîíàëüíà
ê ñòåíêå. Çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèß K ïóçûðüêîâ ó ñòåíêè òîãäà ñâîäèòñß ê
çàäà÷å (1)-(5) âçàèìîäåéñòâèß 2K ïóçûðüêîâ, â êîòîðîé ê K ðåàëüíûì
ïóçûðüêàì äîáàâëßþòñß, èñïîëüçóß ìåòîä îòðàæåíèß, K ôèêòèâíûõ.
Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè i-ãî ïóçûðüêà ïðèíèìàåòñß â âèäå
Fi(ri, θi, t) = ri −Ri(t)−
∞∑
n=2
ani(t)Pn(cos θi) = 0. (6)
Çäåñü Ri  ðàäèóñ ïóçûðüêà, ani  àìïëèòóäà îòêëîíåíèß åãî ôîðìû îò
ñôåðè÷åñêîé â âèäå Pn(cos θi), Pn  ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè n. Â ðàáîòå
äåôîðìàöèè ïóçûðüêîâ ñ÷èòàþòñß ìàëûìè, òàê ÷òî âåëè÷èíàìè ïîðßäêà
ε2ni ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ãäå εni = ani/Ri  èñêàæåíèå ôîðìû ïóçûðüêà.
Â îêðåñòíîñòè i-ãî ïóçûðüêà (ïðè ri < dij, dij = |zi − zj|, i 6= j) ïîòåí-
öèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè Φ ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå ðßäà
Φ(ri, θi, t) =
∞∑
γ=0
Bγi(t)Pγi(cos θi)
rγ+1i
+
K∑
j=1, j 6=i
∞∑
γ, ς=0
CγςBγj(t) r
ς
iPςi(cos θi)
sγ+ςij d
γ+ς+1
ij (t)
, (7)
ãäå Cγς = (−1)ς(γ + ς)!/(γ!ς!), sij = 1 ïðè zi > zj, sij = −1 ïðè zi < zj.
Ïîäñòàâèâ Fi(ri, θi, t) èç (6) è Φ(ri, θi, t) èç (7) â (3) è âîñïîëüçîâàâøèñü
îðòîãîíàëüíîñòüþ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, ìîæíî ïîëó÷èòü
B%i = −R
%+2
i
%+ 1
[
R˙iα00% + z˙iα10% + a˙miαm0% − βm1%z˙iεmi −
Θ¯γ+1, γ+2mγ % Bγiεmi
Rγ+2i
−
−
K∑
j=1, j 6=i
CγςBγjR
ς−1
i
sγ+ςij d
γ+ς+1
ij
(
ςας0% + Θ¯
ς, ς−1
mς % εmi
)]
, (8)
ãäå % = 0, 1, . . .,
αζϑ% =
2%+ 1
2
1∫
−1
PζPϑP%dη, βζϑ% =
2%+ 1
2
1∫
−1
(1− η2)P ′ζP ′ϑP%dη,
Θ¯γ, ςζ ϑ % = γςαζϑ%−βζϑ%, â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèßõ àðãóìåíòîì ïîëè-
íîìîâ Ëåæàíäðà ßâëßåòñß η. Â (8) è äàëåå ïî ïîâòîðßþùèìñß ãðå÷åñêèì
èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñß ñóììèðîâàíèå îò 0 äî ∞, à ïî ïîâòîðßþùèìñß
ëàòèíñêèì èíäåêñàì (êðîìå i è j)  îò 2 äî ∞.
8
Âûðàçèâ äàâëåíèå èç (1), ïîäñòàâèâ åãî â (4) è ïðèíßâ âî âíèìàíèå,
÷òî 2Hi = [2+(n−1)(n+2)εniPni]/Ri, íà ïîâåðõíîñòè i-ãî ïóçûðüêà ìîæ-
íî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå, ïîäñòàíîâêà â êîòîðîå ïîòåíöèàëà (7) ñ ó÷åòîì
îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
B˙%i
R%+1i
= −α00%(pi − p∞)
ρ0
+
σ
ρ0Ri
[2α00% + (m− 1)(m+ 2)αm0%εmi]−
−Bγiz˙i
Rγ+2i
(
Θ¯1, γ+1γ 1 % − Υ¯γ+2, γ+1, 1mγ 1 % εmi
)
− BγiBςi
2Rγ+ς+4i
(
Θγ+1, ς+1γ ς % −Υγ+ς+4, γ+1, ς+1mγ ς % εmi
)
+
+
(γ + 1)αmγ%B˙γiεmi
Rγ+1i
+
K∑
j=1, j 6=i
[
CγςBγjR
ς−1
i z˙i
sγ+ςij d
γ+ς+1
ij
(
Θς, 1ς 1 % +Υ
ς−1, ς, 1
mς 1 % εmi
)
− (9)
−
(
B˙γj − (γ + ς + 1)Bγjd˙ij
dij
)
CγςR
ς
i
sγ+ςij d
γ+ς+1
ij
(ας0% + ςαmς%εmi)+
+
CζςBγiBζj
sζ+ςij R
γ−ς+3
i d
ζ+ς+1
ij
(
Θ¯γ+1, ςγ ς % − Υ¯γ−ς+3, γ+1, ςmγ ς % εmi
)−
−CγςCζϑBγjBζjR
ς+ϑ−2
i
2sγ+ζ+ς+ϑij d
γ+ζ+ς+ϑ+2
ij
(
Θς, ϑς ϑ % +Υ
ς+ϑ−2, ς, ϑ
m ς ϑ % εmi
)]
− ψ%i
%+ 1
,
ãäå
ϕmζϑ% =
2%+ 1
2
1∫
−1
PmPζPϑP%dη, χmζϑ% =
2%+ 1
2
1∫
−1
(1− η2)PmP ′ζP ′ϑP%dη.
Θγ, ςζ ϑ % = γςαζϑ%+βζϑ%,Υ
γ, ς, ²
m ζ ϑ % = γ(ς²ϕmζϑ%+χmζϑ%), Υ¯
γ, ς ²
m ζ ϑ % = γ(ς²ϕmζϑ%−
χmζϑ%), % = 0, 1, . . .. Ïàðàìåòðû ψ%i  ýòî ïîïðàâêè íà âßçêîñòü æèäêîñòè.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèß (8) ïî âðåìåíè è ïîëàãàß ïîñëåäîâà-
òåëüíî % = 0, 1, 2, ..., ïðèäåì ê ñèñòåìå ÎÄÓ ñëåäóþùåãî âèäà
R¨i = F˜0i (a, a˙) + ψ0i +∆0i, z¨i = F˜1i (a, a˙) + ψ1i, a¨ni = F˜ni (a, a˙) + ψni. (10)
ãäå a = (a1, a2, ..., aK), ai = (Ri, zi, a2i, a3i, ..., B0i, B1i, ...), n = 2, 3, . . ..
Ïàðàìåòð ∆0i  ýòî ïîïðàâêà íà ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè. Êîýôôèöèåíòû
Bγi ïðàâîé ÷àñòè (10) íàõîäßòñß èç (8), à èõ ïðîèçâîäíûå B˙γi  èç (9).
Äëß ïîïðàâîê íà âßçêîñòü æèäêîñòè ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
ψ%i = 2(%+1)ν
{
(γ2 + 3γ + 2)Bγi
Rγ+3i
[
αγ 0 % −
(
(γ + 3)αmγ % − 2βmγ %
γ + 1
)
εmi
]
+
9
+
K∑
j=1,j 6=i
ς(ς − 1)CγςBγjRς−2i
sγ+ςij d
γ+ς+1
ij
[
ας0 % +
(
(ς − 2)αmς% − 2βmς%
ς
)
εmi
]}
(11)
à äëß ïîïðàâêè íà åå ñæèìàåìîñòü  ñëåäóþùåå
∆0i =
R˙i
c0
(
RiR¨i +
R˙2i
2
+
z˙2i
4
+
pi − p∞
ρ0
)
+
Ri
c0
(
z˙iz¨i
2
+
p˙i − p˙∞
ρ0
)
. (12)
Â (11) ν  êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âßçêîñòè, à â (12) c0  ñêîðîñòü
çâóêà â æèäêîñòè.
Åñëè íåîáõîäèì áîëåå òî÷íûé, ÷åì ïðè Γi = 1 è Γi = κ, ó÷åò âëèßíèß
òåïëîîáìåíà ìåæäó æèäêîñòüþ è ïóçûðüêàìè, òî èñïîëüçóåòñß èçâåñòíàß
çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëß ïîëèòðîïû Γi îò ÷èñëà Ïåêëå Pei. Â ýòîì ñëó÷àå
äàâëåíèå ãàçà â i-ì ïóçûðüêå èçìåíßåòñß ïî çàêîíó
pi =
(
p0 +
2σ
R0,i
)(
R0,i
Ri
)3
Ti
T0
, (13)
à òåìïåðàòóðà ãàçà Ti íàõîäèòñß èç óðàâíåíèß
T˙i =
3 (1− Γi) R˙iTi
Ri
+
3χi (T0 − Ti)
R2i
. (14)
Çäåñü T0  òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, χi = λi/(ρicv), λi  êîýôôèöèåíò òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ãàçà, cv  óäåëüíàß òåïëîåìêîñòü ãàçà ïðè ïîñòîßííîì îáúåìå,
ρi  ïëîòíîñòü ãàçà.
Ñèñòåìà ÎÄÓ (10), (14) ñîâìåñòíî ñ (8), (9), (11)-(13) è ïðåäñòàâëßåò
ñîáîé îñíîâíóþ ïðåäëàãàåìóþ â íàñòîßùåé ðàáîòå ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèß
ñëàáîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ. Îíà, â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùèõ ìîäå-
ëåé, èìååò ïðîèçâîëüíûé ïîðßäîê òî÷íîñòè ïî δ, ÷òî ïîçâîëßåò ïðèìåíßòü
åå äëß èçó÷åíèß ïðîèçâîëüíî áëèçêîãî âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé (10), (14) íàõîäèòñß ÷èñëåííî ñ òî÷íîñòüþ M ≥ 2
îòíîñèòåëüíî δ ïðè çàäàííûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çíà÷åíèßõ Ri,
zi, ani, R˙i, z˙i, a˙ni, Ti (n = 2, 3, ..., N , N  ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ â (6) ãàðìî-
íèê). Ïðè ýòîì íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå âûïîëíßþòñß òðè ýòàïà:
(i) îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâBγi èç óðàâíåíèé (8) ïðè % = 0, 1, ...,M
′,
ãäå M ′ = M + N − 1. Äëß ýòîãî ïðèìåíßåòñß îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî δ è ε (èçëàãàåòñß â òðåòüåé ãëàâå);
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè |B1i/(R3W )| îò ïîðßäêà òî÷íîñòè M ðåøåíèß çàäà÷è î äâèæåíèè
èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè â íåé äâóõ ñôåðè÷åñêèõ òåë (α  ÷èñëî èòåðàöèé,
âûïîëíåííîå ïðè ðàñ÷åòå äàííîé òî÷êè).
(ii) îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíûõ B˙γi èç óðàâíåíèé (9) ïðè % = 0, 1, ..., N
è óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûðàæåíèé (8) ïðè % =
N + 1, N + 2, ...,M
′ (ïðèìåíßåòñß òîò æå ñïîñîá, ÷òî è íà ïåðâîì ýòàïå);
(iii) ðåøåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ (10), (14) âûñîêîòî÷íûì ìåòîäîì Äîðìàíà-
Ïðèíñà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà èíòåãðèðîâàíèß ïî âðåìåíè.
Òðåòüß ãëàâà ïîñâßùåíà ìîäåëèðîâàíèþ âçàèìîäåéñòâèß ñôåðè÷å-
ñêèõ ïóçûðüêîâ. Îíà íà÷èíàåòñß ñ âûâîäà àíàëîãè÷íûõ (10) óðàâíåíèé
âçàèìîäåéñòâèß ïðîèçâîëüíîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðà δ. Èõ ïðàâûå ÷àñòè òàêæå çàâèñßò îò íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ Bγi
è èõ ïðîèçâîäíûõ B˙γi. Êðîìå òîãî, ïóòåì èñêëþ÷åíèß èç íèõ Bγi è B˙γi ïî-
ëó÷åíû áîëåå óäîáíûå äëß ïðèìåíåíèß, íî èìåþùèå ëèøü ïßòûé ïîðßäîê
òî÷íîñòè, óðàâíåíèß âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ â òåðìèíàõ èõ ðàäèóñîâ
è êîîðäèíàò öåíòðîâ. Ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèß îò âòîðîãî äî ÷åòâåðòîãî
ïîðßäêîâ îáû÷íî è ïðèìåíßþòñß â ëèòåðàòóðå.
Ñïîñîá îïðåäåëåíèß Bγi è B˙γi óïðîùåííûì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé ïîäðîáíî èçëàãàåòñß äëß ñëó÷àß äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðü-
êîâ. Äëß òåñòèðîâàíèß äàííîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñß çàäà÷à î äâèæåíèè
èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè â íåé äâóõ ñôåðè÷åñêèõ òåë (i -ãî è j -ãî),
îäíî èç êîòîðûõ íåïîäâèæíî, à äðóãîå ïåðåìåùàåòñß ê íåìó ñ ïîñòîßííîé
ñêîðîñòüþ W . Íà ðèñ. 1 ïðèâîäèòñß ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé áåçðàçìåðíî-
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Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå áåçðàçìåðíîãî ðàññòîßíèß ìåæäó öåíòðàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïóçûðüêîâ â íà÷àëå êàæäîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé äàâëåíèß îêðóæàþùåé æèäêîñòè.
ãî ïàðàìåòðà
∣∣B1i/ (R3W)∣∣ îòM  ïîðßäêà òî÷íîñòè ðåøåíèß îòíîñèòåëü-
íî δ, ïîëó÷åííûõ ïðåäëàãàåìûì ñïîñîáîì è êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Õèêñà
â ñëó÷àå Ri = Rj = R, z˙i = W , z˙j = 0, δ = 0.9. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì
ïîðßäêà òî÷íîñòè îáà ðåøåíèß ñõîäßòñß ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî ñïîñîáà. Ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Õèêñà âûøå, îäíàêî â íàñòîßùåé ðàáîòå îí íå
èñïîëüçóåòñß, ò.ê. ïðè íåèçâåñòíûõ R˙i è z˙i îêàçûâàåòñß íåïðèìåíèìûì.
Âåðèôèêàöèß ïðåäëàãàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäà ðàñ÷åòà
çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ ïðîèçâîäèòñß ïóòåì ñðàâ-
íåíèß ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèß çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ, ïîëó÷åííûõ
ñ ïðèìåíåíèåì ðàçíûõ ìîäåëåé, êàê ìåæäó ñîáîé, òàê è ñ òåì, ÷òî èìååòñß
â ëèòåðàòóðå. Â îáîèõ ñëó÷àßõ äîñòèãíóòî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå.
Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû âçàèìîäåéñòâèß äâóõ ñôåðè÷åñêèõ âîçäóøíûõ
ïóçûðüêîâ â âîäå ïðè êîìíàòíûõ óñëîâèßõ, êîãäà ∆p = 1.2 áàð, ω/2pi =
20 êÃö. Â íà÷àëå âçàèìîäåéñòâèß ñêîðîñòè ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ñìåùåíèé öåíòðîâ ïóçûðüêîâ ðàâíû íóëþ.
Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò òðè âîçìîæíûõ ñöåíàðèß âçàèìîäåéñòâèß ñ îá-
ðàçîâàíèåì ñâßçàííîé ïàðû. Òî÷êàìè ïîêàçàíà âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîãî
ðàññòîßíèß ìåæäó ïóçûðüêàìè dij/dij(0) â íà÷àëå êàæäîãî î÷åðåäíîãî
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ïåðèîäà êîëåáàíèé äàâëåíèß æèäêîñòè p∞. Âèäíî, ÷òî â ïåðâîì ïðèìåðå
((à), ïðè t = 0: Ri = 2.5 ìêì, Rj = 4.5 ìêì, dij = 300 ìêì) ïåðèîä ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêîâ â ïàðå ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì êîëå-
áàíèé äàâëåíèß æèäêîñòè (èç òî÷åê îáðàçóåòñß îäíà ãîðèçîíòàëüíàß ïðß-
ìàß), âî âòîðîì ((á), ïðè t = 0: Ri = 3 ìêì, Rj = 4.2 ìêì, dij = 600 ìêì)
 ïðåâûøàåò åãî â äâà ðàçà (èç òî÷åê îáðàçóþòñß äâå ãîðèçîíòàëüíûå
ïðßìûå), à â òðåòüåì ((â), ïðè t = 0: Ri = 3.3 ìêì, Rj = 4.8 ìêì,
dij = 700 ìêì)  èçìåíßåòñß àïåðèîäè÷åñêè (òî÷êè íå óïîðßäî÷åíû). Ïî-
êàçàíî, ÷òî â ýòèõ ïðèìåðàõ íà÷àëî âçàèìîäåéñòâèß ìîæíî ïðàâèëüíî
îïèñûâàòü ñ 3-ì ïîðßäêîì òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà δ (M = 3).
Îäíàêî â äàëüíåéøåì äëß ïîëó÷åíèß äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîðßäîê
òî÷íîñòè íóæíî óâåëè÷èâàòü äî M = 5 (à), 6 (á) è 16 (â).
×åòâåðòàß ãëàâà ïîñâßùåíà ìîäåëèðîâàíèþ âçàèìîäåéñòâèß ñëàáî-
íåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ. Îíà íà÷èíàåòñß ñ âûâîäà óïðîùåííîé ìîäåëè
âçàèìîäåéñòâèß, èìåþùåé ÷åòâåðòûé ïîðßäîê òî÷íîñòè ïî δ, ÷òî íà äâà
ïîðßäêà âûøå, ÷åì ó àíàëîãè÷íûõ ñóùåñòâóþùèõ,
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Äàâëåíèå ãàçà pi çäåñü îïðåäåëßåòñß ðàâåíñòâàìè (13) èëè (2), ïîïðàâ-
êè íà ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè ∆0i  ðàâåíñòâàìè (12), à ïîïðàâêè íà åå
âßçêîñòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîñòüþ èìåþò âèä
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Èç óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèß äâóõ ïóçûðüêîâ, èñïîëüçóß ìåòîä îòðà-
æåíèß, ïîëó÷åíû óðàâíåíèß äèíàìèêè îòäåëüíîãî ïóçûðüêà ó ïëîñêîé
æåñòêîé ñòåíêè, èìåþùèå ÷åòâåðòûé ïîðßäîê òî÷íîñòè ïî δ.
Äëß âåðèôèêàöèè ìîäåëè è ìåòîäà ðàñ÷åòà çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß ñëà-
áîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ èñïîëüçîâàíî èçâåñòíîå â ëèòåðàòóðå, õîðîøî
ñîãëàñóþùååñß ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ðåøåíèå çàäà÷è î ñõëî-
ïûâàíèè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà îêîëî ïëîñêîé æåñòêîé ñòåíêè, ïîëó-
÷åííîå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì (ðèñ. 3). Âõîäíûå äàííûå çàäà÷è:
p0 − pb = 1 áàð (pb  äàâëåíèå â ïóçûðüêå), ρ0 = 1000 êã/ì3, σ = 0, µ = 0,
c0 =∞, R(0) = 1 ìì, zc(0) = 1.5 ìì, an(0) = 0, R˙(0) = z˙c(0) = a˙n(0) = 0.
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Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå ôîðìû ïóçûðüêà ïðè åãî ñõëîïûâàíèè îêîëî ñòåíêè. Ñïëîøíûå
êðèâûå  ðåøåíèå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, øòðèõîâûå êðèâûå  ðàñ÷åò ïî ìåòî-
äèêå íàñòîßùåé ðàáîòû. Öèôðàìè óêàçàíû ìîìåíòû âðåìåíè.
Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî äî ìîìåíòà 6 èìååò ìåñòî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëà-
ñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ. Äàëåå íàáëþäàåòñß çíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå, ÷òî
åñòåñòâåííî, ò.ê. äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà óæå íå ìàëû.
Ïðèìåíèìîñòü ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèß ñëàáîíåñôåðè-
÷åñêèõ ïóçûðüêîâ èëëþñòðèðóåòñß íà ðßäå çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß äâóõ
âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ â âîäå ïðè êîìíàòíûõ óñëîâèßõ ïðè ω/2pi = 20 êÃö.
Ïðè t = 0 ïóçûðüêè ñôåðè÷åñêèå, à ñêîðîñòè èõ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé,
ïðîñòðàíñòâåííûõ ñìåùåíèé öåíòðîâ è èçìåíåíèß àìïëèòóäû èñêàæåíèé
ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñß òðè çàäà÷è ïðåäûäóùåé
ãëàâû (ðèñ. 2), íî òåïåðü ñ ó÷åòîì íåñôåðè÷íîñòè ïóçûðüêîâ. Ïîëó÷åíî,
÷òî ïðè ó÷åòå äåôîðìàöèé ïóçûðüêîâ èõ âçàèìîäåéñòâèå âî âñåõ òðåõ ñëó-
÷àßõ çàâåðøàåòñß ðàçðóøåíèåì îäíîãî èç íèõ óæå íà ïåðâîì ïåðèîäå.
Äàëåå ðàññìîòðåíû âñå òèïè÷íûå ñöåíàðèè âçàèìîäåéñòâèß äâóõ ïó-
çûðüêîâ: ïðèòßæåíèå è ñòîëêíîâåíèå, ïðèòßæåíèå è ðàçðóøåíèå, ïðèòß-
æåíèå è îáðàçîâàíèå ñâßçàííîé ïàðû, îòòàëêèâàíèå. Îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëåíî îöåíêå ñïðàâåäëèâîñòè îáû÷íî èñïîëüçóåìîãî â ëèòåðàòóðå ïðåä-
ïîëîæåíèß î ïîñòîßííîé ñôåðè÷íîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ, ïî-
ñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ, òàêàß ãèïîòåçà ìîæåò äàòü
è íåâåðíûå ñöåíàðèè âçàèìîäåéñòâèß.
Çàòåì èëëþñòðèðóåòñß ïðèìåíèìîñòü ïðåäëàãàåìîé â íàñòîßùåé ðàáî-
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Ðèñ. 4. Âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ïóçûðüêîâ: ñâåðõó  èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-
äèíàò öåíòðîâ ïóçûðüêîâ, ñíèçó  èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíûõ (çà ïåðèîä êîëåáàíèé p∞)
àìïëèòóä íåêîòîðûõ èñêàæåíèé ñôåðè÷íîñòè ïóçûðüêîâ (äðóãèå èñêàæåíèß ìàëû).
òå ìîäåëè äëß îïèñàíèß âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêà ñ ïëîñêîé òâåðäîé ñòåí-
êîé. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëßåòñß èçìåíåíèþ äàâëåíèß æèäêî-
ñòè íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè.
Äëß èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèß ìîäåëè íàñòîßùåé ðàáîòû â ñëó÷àå, êî-
ãäà ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ áîëüøå äâóõ, ðàññìîòðåíû òðè
ïðèìåðà âçàèìîäåéñòâèß òðåõ âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ â âîäå ïðè êîìíàò-
íûõ óñëîâèßõ ïðè ∆p = 1.2 áàð, ω/2pi = 20 êÃö. Ïðè t = 0 ïóçûðü-
êè ñôåðè÷åñêèå, à ñêîðîñòè èõ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé, ïðîñòðàíñòâåííûõ
ñìåùåíèé öåíòðîâ è èçìåíåíèß àìïëèòóäû èñêàæåíèé ðàâíû íóëþ. Â ïåð-
âîì ïðèìåðå (ðèñ. 4, 5) ïðè t = 0: R1 = 2.1 ìêì, R2 = 3 ìêì, R3 = 2 ìêì,
d12 = d23 = 250 ìêì. Ïóçûðüêè, êàê âèäíî èç ðèñ. 4, ñáëèæàþòñß è ôîð-
ìèðóþò ñâßçàííóþ òðîéêó. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ èñ-
êàæåíèé (n = 2) ñðåäíåãî ïóçûðüêà (i = 2) â òðîéêå äåðæèòñß íà óðîâíå
max |ε22| = 0.5. Íåñìîòðß íà ñòîëü âûñîêèé óðîâåíü äåôîðìàöèé âçàè-
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Ðèñ. 5. Èçìåíåíèå ðàäèóñà è àìïëèòóäû ýëëèïñîèäàëüíîãî (n = 2) èñêàæåíèß ñôå-
ðè÷íîñòè âòîðîãî ïóçûðüêà (i = 2) ïðè âçàèìîäåéñòâèè òðåõ ïóçûðüêîâ â óñëîâèßõ
ðèñ. 4 â õîäå 4000-ãî ïåðèîäà êîëåáàíèé p∞.
ìîäåéñòâèå ïóçûðüêîâ îò íèõ íå çàâèñèò: òðàåêòîðèè öåíòðîâ ïóçûðü-
êîâ ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà èõ íåñôåðè÷íîñòè îòëè÷àþòñß íåçíà÷èòåëüíî.
Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî íåìàëûå èñêàæåíèß âîçíèêàþò ëèøü â êîðîòêèå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè (ïðè áûñòðîì ðàñøèðåíèè-ñæàòèè) è ïðè ìàëûõ ðàç-
ìåðàõ ïóçûðüêîâ (ðèñ. 5). Íà ñòàäèè æå ìåäëåííîãî ðàñøèðåíèß-ñæàòèß
ïóçûðüêè â ïðîñòðàíñòâå ïðàêòè÷åñêè íåïîäâèæíû, à îòêëîíåíèß èõ ôîð-
ìû îò ñôåðè÷åñêîé  ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Íà òàêîì ðåæèìå êîëåáàíèé
âçàèìîäåéñòâèå ïóçûðüêîâ íà ïîñëåäóþùåì ïåðèîäå íå çàâèñèò îò ïðåäûñ-
òîðèè, à îïðåäåëßåòñß ëèøü ðàññòîßíèåì ìåæäó ïóçûðüêàìè.
Âî âòîðîì è òðåòüåì ïðèìåðàõ âçàèìîäåéñòâèß òðåõ ïóçûðüêîâ äåìîí-
ñòðèðóåòñß çàâèñèìîñòü ñöåíàðèß âçàèìîäåéñòâèß òðåõ è áîëåå ïóçûðüêîâ
îò èõ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèß. Âî âòîðîì ïðèìåðå âçàèìîäåéñòâèå çàêàí÷è-
âàåòñß ðàçðóøåíèåì îäíîãî èç ïóçûðüêîâ â õîäå åãî ñáëèæåíèß ñ äðóãèìè,
à â òðåòüåì  îáðàçîâàíèåì äâóìß èç òðåõ ïóçûðüêîâ ñâßçàííîé ïàðû.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ
1. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü áëèçêîãî âçàèìîäåéñòâèß ñëà-
áîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ ñ ó÷åòîì âëèßíèß âßçêîñòè è ñæèìàåìîñòè
æèäêîñòè, òåïëîîáìåíà ìåæäó æèäêîñòüþ è ïóçûðüêàìè. Ýòî  ñèñòå-
ìà ÎÄÓ âòîðîãî ïîðßäêà îòíîñèòåëüíî ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ, êîîðäèíàò
èõ öåíòðîâ è àìïëèòóä îòêëîíåíèé èõ ôîðìû îò ñôåðè÷åñêîé è ïåðâîãî
ïîðßäêà äëß òåìïåðàòóð ãàçà â ïóçûðüêàõ. Â íåå òàêæå âõîäßò ßâíî íå âû-
ðàæåííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ïî ïîëèíîìàì
Ëåæàíäðà. Â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé îíà èìååò ïðîèçâîëüíûé
ïîðßäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî δ (îòíîøåíèß ñóììû ðàäèóñîâ äâóõ ïó-
çûðüêîâ ê ðàññòîßíèþ ìåæäó èõ öåíòðàìè).
2. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèß âçàèìîäåéñòâèß: (à) îäíîãî ñëàáîíåñôåðè÷åñêî-
ãî ïóçûðüêà ñ ïëîñêîé æåñòêîé ñòåíêîé, áîëåå äâóõ (á, â) ñôåðè÷åñêèõ è
(ã) ñëàáîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ ìåæäó ñîáîé, èìåþùèå ïî δ ÷åòâåðòûé
(à), ïßòûé (á), ïðîèçâîëüíûé (â) è ÷åòâåðòûé (ã) ïîðßäêè òî÷íîñòè. Ýòè
óðàâíåíèß ëèáî òî÷íåå èçâåñòíûõ (á, â), ëèáî áîëåå óäîáíû äëß àíàëèçà è
ïðèìåíåíèß (à, ã).
3. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèß çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèß
â ðàìêàõ ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé, âêëþ÷àþùàß ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé äëß ðåøåíèß ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèß ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè â âèäå ðßäà ïî ïîëèíî-
ìàì Ëåæàíäðà è ìåòîä Äîðìàíà-Ïðèíñà äëß ðåøåíèß ñèñòåìû ÎÄÓ.
4. Îáíàðóæåíû ðåæèìû âçàèìîäåéñòâèß ïóçûðüêîâ, ïðè êîòîðûõ èõ
ðàäèàëüíûå êîëåáàíèß, ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåùåíèß è äåôîðìàöèè íå
çàâèñßò îò ïðåäûñòîðèè âçàèìîäåéñòâèß.
5. Âûßâëåíî, ÷òî ïðè äîðåçîíàíñíîì âîçáóæäåíèè ðàäèàëüíûå êîëåáà-
íèß âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ è èõ ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåùåíèß
ìîãóò áûòü ñëàáî çàâèñßùèìè îò äåôîðìàöèé ïóçûðüêîâ, ÷òî îáúßñíßåòñß
êðàòêîâðåìåííîñòüþ ïðîßâëåíèß íåìàëûõ äåôîðìàöèé è ìàëûìè ðàäèó-
ñàìè, ïðè êîòîðûõ îíè âîçíèêàþò.
6. Óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü âçàèìîäåéñòâèß íåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ
ñ îáðàçîâàíèåì ñâßçàííûõ ïàð è òðîåê. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñ-
ëà ïóçûðüêîâ âîçðàñòàåò çàâèñèìîñòü ñöåíàðèåâ èõ âçàèìîäåéñòâèß îò èõ
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèß.
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